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ZDANIA
1. Udowodnij prawa rachunku zdaini poznane na wyktadzie.

2. Sprawdz, ktére z ponizszych zdan sg tautologiami
@pVqgVvr— (=p— (gVr)A-r),
b)(p— AN (r—s) — (pAs—qVr)
©((pVqg—r)—@pm—r)Vig—r),

@ (p—q) — @PNg—p)

@ (pVge—rVs)— (p—r)V(g—53),
O@p—q—pP—a9Ng—Dp)

3. Zaneguj zdania z przyktadéw (a), (b), (¢) zadania 2] Korzystajac z praw de Morgana, przeksztat¢ je do postaci, w ktorej negacja
wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi.

4. Sprawdz metoda skrécona, ktére z ponizszych zdan sg tautologiami
@p— (¢ —p)

®)(p—(¢g—r) —((p—0q9 —@—r)

© (~p — —q) — ((;p —q) — ),
@d@p—qgAlg—r)—(p—r).

5. Oto fragment raportu policji sporzadzonego przez mtodego aspiranta:

Swiadek nie byt zastraszony lub tez, jesli Henry popetnit samobdjstwo, to testament odnaleziono. Jesli swiadek byt zastra-
szony, to Henry nie popetnit samobdjstwa. Jesli testament odnaleziono, to Henry popetnit samobajstwo. Jesli Henry nie
popetnit samobdjstwa, to testament odnaleziono.

Co komendant policji moze wywnioskowaé z powyzszego raportu, poza oczywistym faktem, ze nalezy zwolni¢ aspiranta? Sprébuj
odpowiedzie¢ na pytania: Czy swiadek byt zastraszony? Czy Henry popetnit samobdjstwo? Czy testament odnaleziono?

6. Sprawdz, czy ponizsze rozumowania sa poprawne:

(a) Jezeli Jan ozeni si¢ z Maria, to Piotr go znienawidzi. Jezeli Piotr ozeni si¢ z Maria, to Jan go znienawidzi. Zatem Piotr znienawidzi
Jana lub Jan znienawidzi Piotra.

(b) Jezeli wystepuje spigcie w przewodzie elektrycznym, to §wiatto gasnie. Swiatlo nie gasnie. Zatem nie wystgpuje spigcie w prze-
wodzie elektrycznym.

(c) Jesli ceny wzrosna, to spadnie popyt. Jesli popyt spadnie, to spadna ceny. Zatem jesli ceny wzrosna, to spadna. Zatem ceny spadna.
(d) Jesli pacjent ma zapalenie oskrzeli, to zastosowanie antybiotykéw przyniesie poprawe. JeSli pacjent ma zapalenie ptuc, to za-
stosowanie antybiotykéw przyniesie poprawe. Pacjent ma zapalenie oskrzeli lub zapalenie pluc. Zatem zastosowanie antybiotykow
przyniesie poprawe.

7. Zdefiniuj sp6jnik — jedynie za pomoca (a) —, V, (b) —, A.
8. Zdefiniuj spdjnik rownowaznosci «— jedynie za pomoca (a) —, A, V, (b) -, —.
9. Definiujemy sp6jnik Sheffera, tzw. NAND jako ¢ 1 1) = —(¢ A v). Zdefiniuj za pomoca samego T spdjniki —, A, V, —.

10. Udowodnij, ze jesli ¢ jest zdaniem zbudowanym wylacznie ze zmiennych zdaniowych oraz spdjnikéw A i V, to dla dowolne;j
waluacji v, ktéra wszystkim zmiennym zdaniowym wystepujacym w  przypisuje 0 mamy o(yp) = 0.

11.* Udowodnij, ze za pomoca jedynie zmiennych zdaniowych oraz sp6jnikéw A i V nie mozna zdefiniowaé (a) -, (b) —.
ZBIORY

12. Udowodnij prawa rachunku zbioréw poznane na wyktadzie.



13. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D
@ACBANBCC—ACC,
b)ACCANBCC—AUBCC,
@WACBANACC—ACBNC,
dDACBANCCD—AUCCBUD,
@ACBANCCD—ANCCBND.

14. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B nastgpujace warunki sa rtownowazne (@) AC B, (b)) ANB=A, (¢ AUB=B.

15. Pokaz, ze A U B jest najmniejszym w sensie inkluzji zbiorem zawierajacym jednoczesnie zbiory A i B. Sformutuj i udowodnij
analogiczny fakt dla przekroju dwdéch zbioréw.

16. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C'
(@) (A\B)\C=A\(BUCQO),
(b) A\ (B\C) =(A\B)U(ANC).

17. Pokaz, ze (a) AAD = A, (b) AANA =10, (¢) AAB = BAA, (d) AA(BAC) = (AAB)AC dla dowolnych zbioréw A, B, C.
18. Rozwiaz réwnanie [0, 1]AX = [—1, 1).
19. Czy (A x B) x C' = A x (B x C) dla dowolnych zbioréw A, B, C?

20. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C
@ (AuB)xC=(AxC)U(Bx(0),
b)(ANB)xC=(AxC)N(BxC).

21. Wyznacz zbiory (a) P(0), (b) P(P(0)), (¢) P({1,2,3}), (d) P({0,{0}}).
22. Pokaz, ze A C B wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) C P(B).

23. Czy dla dowolnych zbioréw A, B
(a) P(A)Nn P(B) = P(ANB),
(b) P(A)U P(B) = P(AU B)?

KWANTYFIKATORY

24. Uzywajac jedynie liczb naturalnych, zmiennych zdaniowych, nawiaséw, spdjnikéw -, A, V, —, «——, kwantyfikatoréw 3, V,
symboli =, #, €, <, <, +, —, *, |, N, Z, R oraz podanych nizej wzoréw ciagdw, zapisz formuty

(a) istnieje nieparzysta liczba naturalna,

(b) nie ma najwigkszej liczby naturalnej,

(¢) niektore liczby naturalne sa pierwsze,

(d) kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 2 resztg O lub 1,

(e) x jest najmniejsza liczba naturalna,

(f) wsréd liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza,

(g) suma kwadratéw dwoch liczb rzeczywistych jest zawsze nieujemna,

(h) réwnanie 22 + x + 4 = 0 nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych,

(i) réwnanie 22 — £ — 2 = 0 ma dok}adnie dwa rozwiazania catkowite,

(j) réwnanie 2z 4+ a = 0 ma rozwiazanie catkowite dla dowolnego catkowitego a,

(k) dla dwéch (réznych) liczb rzeczywistych dodatnich ich Srednia arytmetyczna jest mniejsza niz Srednia geometryczna,
(1) liczba z jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem liczb naturalnych z i y,

(m) kazde dwie liczby naturalne maja najmniejsza wspdolng wielokrotnosé,

(n) istnieje doktadnie jedna nieparzysta liczba naturalna,

(0) liczba 2 nie jest kwadratem zadnej liczby wymiernej,

(p) ciag a,, = n cosn7 jest ograniczony z gory,

(r) ciag a,, = n? jest rozbiezny do oo,

(s) ciag a,, = nLJrQ jest zbiezny do 1.

25. Zaprzecz formutom z zadania[24] Czy zdania z zadania [24]sa prawdziwe?

26. Dla zmiennych o zakresie N wprowadzamy kwantyfikatory V> i 3°° nastepujaco:
(Vn)(p(n)) —— (Fk)(Vn > k)(p(n)),

3 n)(p(n)) —— (k)3 > k)(p(n)).
Czytamy je odpowiednio dla prawie wszystkich n 1 istnieje nieskoriczenie wiele n.
(a) Sformutuj, uzywajac tych kwantyfikatoréw, pojecie granicy ciagu i punktu skupienia ciagu.
(b) Sformutuj i udowodnij prawa de Morgana dla tych kwantyfikatoréw.



27. Przedstaw graficznie zbior {(z,y) € R? : ¢(x,y)}, jesli ¢(x, y) to funkcja zdaniowa (@) z < y, (b)) z < y, () z -y < 1, (d)
lz -y <L @z4+yl<l, Oz-y<l-—z-y=1

28. Sprawdz, czy dla funkcji zdaniowych z zadania[27} w ktérych zakresem zmiennych jest R, prawdziwe sa zdania (Q1)(Q2y) (¢ (x, y)),
gdZiC Qh Q2 € {Elv V}

29. Udowodnij prawa rachunku kwantyfikatorow poznane na wyktadzie.
30. Pokaz, ze | J(AU B) = |J AU B dla dowolnych rodzin zbioréw A, 5.

31. Pokaz, ze [ J(AN B) C |J.AN B dla dowolnych rodzin zbioréw A, B. Wykaz, ze réwno$¢ jest mozliwa, ale inkluzji w tym
wzorze nie mozna ogdlnie zastapi¢ réwnoscia.

32. Pokaz, ze ().A C |J A dla dowolnej niepustej rodziny zbioréw A. Dlaczego zaktadamy, ze A # (J?
ZASADA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ

33. Udowodnij, ze

@1?+22+3+...+n®= (@)2 dla kazdego naturalnego n > 1,

(b)1-1'+2-214+3-31+ ...+ n-n! = (n+1)! — 1dlakazdego naturalnego n > 1,

(c) 2" < n! dla kazdego naturalnego n > 4,

(d) \% + % + % +...+ ﬁ > /n dla kazdego naturalnego n > 2,

(e) 8| 5%"~1 + 3 dla kazdego naturalnego n > 1,

(f) 25|27*2 . 3" 4+ 5n — 4 dla kazdego naturalnego n,

(@ (1+ )™ > 1 + nx dla dowolnych naturalnych n > 1 oraz rzeczywistych x > —1 (nieréwnos¢ Bernoulliego),
(h) p,, > 3n dla kazdego naturalnego n > 12, gdzie p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza, czylip; =2, po = 3,...,
() |z1 +x2+ ... + x| < |z1| + |22| + . .. + |2,| dla dowolnych n liczb rzeczywistych a1, o, . .., Tp,

(j) kazda liczba naturalna n > 1 jest suma parami réznych poteg liczby 2 o wyktadnikach naturalnych.

RELACJE

34. Zbadaj, czy relacja R jest zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna, stabo antysymetryczna, mocno antysymetryczna, przechodnia,
spdjna, jesli

(a) xRy <« x jest tej samej ptci co y, na zbiorze ludzi,
(b) xRy «— x jest bratem y, na zbiorze ludzi,

(¢)zRy «—— = < y,naR,

(d)zRy «— x < y,naR,

(e) zRy < x|y, na N,

() 2Ry «— x|y, na Z,

(g) xRy «— = C y,na P(R),

(h) zRy «+— x Ny = 0, na P(R),

(i) xRy <« 2|z +y,na N,

() 2Ry «— || <y|, naR,

k) zRy «— z+y > 2,naR?

3S5. Zbadaj, czy kazda relacje R na X mozna rozszerzy¢ do relacji (a) zwrotnej, (b) przeciwzwrotnej, (¢) symetrycznej, (d) stabo
antysymetrycznej, (e) mocno antysymetrycznej, (f) przechodniej, (g) spdjnej na X.

36. Podaj przyktad relacji, ktéra

(a) jest zwrotna, symetryczna i nie jest przechodnia,

(b) jest zwrotna, stabo antysymetryczna i nie jest przechodnia,
(c) jest symetryczna, przechodnia i nie jest zwrotna,

(d) jest stabo antysymetryczna, przechodnia i nie jest zwrotna.

37. Ile na zbiorze n-elementowym jest relacji (a) zwrotnych, (b) symetrycznych, (¢) zwrotnych i symetrycznych,
(d) mocno antysymetrycznych, (e) stabo antysymetrycznych?

38. Niech R = {(z,y) € R® : 2% = %}, S = {(x,y) € R? : y = sinz}. Narysuj relacje Ro S.



